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導入

関係の例: 等号=

a, b ∈ Rに対して、a = bのとき、aは bと等しいと言い、aと b
の間に等号の関係があると言う。
等号の性質:

反射律: 任意の a ∈ Rについて、a = a
対称律: 任意の a, b ∈ Rについて、a = bならば b = a
推移律: 任意の a, b, c ∈ Rについて、a = bかつ b = cならば
a = c
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導入

関係の例: 大小関係<

a, b ∈ R
大小関係の性質:

反射律: 任意の a ∈ Rについて、a < aは成り立たない
対称律: 任意の a, b ∈ Rについて、a < b=⇒b < aは成り立た
ない
推移律: 任意の a, b, c ∈ Rについて、a < bかつ b < cならば
a < c
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導入

関係の例: 集合の包含関係⊆

A, Bを集合とする。
包含関係の性質:

反射律: 任意の集合Aについて、A ⊆ A
対称律: 任意の集合A, Bについて、A ⊆ B=⇒B ⊆ Aは成り立
たない
推移律: 任意の集合A, B, C について、A ⊆ BかつB ⊆ C な
らばA ⊆ C
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導入

関係の例: 得意科目

A = {Bob, Ken, Mary}:生徒の集合
B = {Math, Science, Social}:科目の集合
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関係の定義

順序対: ordered pair

集合AとBを考える
a ∈ Aと b ∈ Bに対して、(a, b)で表されるものを順序対と呼
ぶ: 順序に意味があることに注意
直積A × B

A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} (2.1)

情報数学入門 7/20



関係の定義

二項関係: binary relation

集合AとBの直積A × Bの部分集合R ⊆ A × Bを二項関係
と呼ぶ。
a ∈ Aと b ∈ Bに対して、(a, b) ∈ Rのとき、aは bと関係Rに
あると言う。
A = Bのとき、関係Rは集合A上の関係と言う。
tupleともいう。
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関係の定義

例 2.1: 二項関係

A = {1, 2, 3}
関係=: R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}
関係<: R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)}

B = {−2, −1, 0, 1, 2}
関係 |a| = |b|:

R = {(−2, −2), (−2, 2), (−1, −1), (−1, 1), (0, 0),
(1, −1), (1, 1), (2, −2), (2, 2)}

写像との違いに注意
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関係の定義

n項関係: n-ary relation

集合A1, A2, . . . , Anに対して、直積

A1 ×A2 ×· · ·×An = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Ai (i = 1, 2, . . . , n)}
(2.2)

この直積の部分集合R ⊆ A1 × A2 × · · · × Anを n項関係と
呼ぶ。
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関係、写像、グラフ

関係、写像、グラフ

関係と写像をグラフで表現できる
グラフ: 頂点と辺からなる構造
頂点: 元を表す
辺: 元同士の関係を表す
有向グラフ: 辺に向きがあるグラフ
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関係、写像、グラフ

写像とグラフ

写像 f : A → Bにおいて、原像
a ∈ Aとその像 b = f(a) ∈ Bを
表現する順序対 (a, b)

A = {−2, −1, 0, 1, 2}
B = {0, 1, 2}

f(x) = |x|
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関係、写像、グラフ

関係とグラフ

関係R ⊆ A × Aにおいて、元 a ∈ A
と b ∈ Aが関係Rにあることを表現
する順序対 (a, b)

A = {−2, −1, 0, 1, 2}
R = {(a, b) | a, b ∈ A, |a| = |b|}

= {(−2, −2), (2, 2), (−1, −1), (1, 1),
(0, 0),
(−1, 1), (1, −1), (−2, 2), (2, −2)}
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同時関係と分類

同値関係

集合A上の関係Rが以下の性質を満たすとき、Rは同値関係であ
ると言う。

反射律: 任意の a ∈ Aについて、(a, a) ∈ R

対称律: 任意の a, b ∈ Aについて、(a, b) ∈ Rならば (b, a) ∈ R

推移律: 任意の a, b, c ∈ Aについて、(a, b) ∈ Rかつ (b, c) ∈ R
ならば (a, c) ∈ R

情報数学入門 14/20



同時関係と分類

例 4.1: 複素数の絶対値が等しい関係

集合A = C上の関係Rを次で定義する。

(a, b) ∈ R⇐⇒ |a| = |b|

この関係Rは同値関係である。
反射律: ∀a ∈ Cについて、|a| = |a|
対称律: ∀a, b ∈ Cについて、

(a, b) ∈ R=⇒|a| = |b| ∧ |b| = |a|

推移律: ∀a, b, c ∈ Cについて、

(a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R=⇒|a| = |b| ∧ |b| = |c|
=⇒|a| = |c|
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同時関係と分類

例 4.2: 法mとして合同

負で無い全体の集合N ∪ {0}上の関係Rを次で定義する。

(a, b) ∈ R⇐⇒a ≡ b (mod m) (4.1)

これは、すなわちmが a − bを割り切ることを意味する。
この関係Rは同値関係である。
例: m = 3

(0, 0), (0, 3), (0, 6), . . . ∈ R
(1, 1), (1, 4), (1, 7), . . . ∈ R
(2, 2), (2, 5), (2, 8), . . . ∈ R
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同時関係と分類

同値類

集合A上に同値関係Rがあるとする。
同値関係Rは、Aの元をいくつかの重複の無いグループに分
類する。
これらのグループを同値類と呼ぶ。
例: 法 3として合同の同値類

[0] = {0, 3, 6, 9, . . .} = {n | n ≡ 0 (mod 3)}
[1] = {1, 4, 7, 10, . . .} = {n | n ≡ 1 (mod 3)}
[2] = {2, 5, 8, 11, . . .} = {n | n ≡ 2 (mod 3)}
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順序

順序: Order

反対称律
∀a, b ∈ Aに対して、(a, b) ∈ Rかつ (b, a) ∈ Rならば a = b

関係が反射律、推移律、反対称律を満たすとき、半順序
(partial-order) または順序という

例: 集合 R上の大小関係 ≤
半順序が定義された集合を半順序集合という
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順序

全順序: Total order

全順序: 半順序に加えて、任意の二つの要素について比較可能
であるとき
全順序が定義された集合を全順序集合という
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順序

例

自然数、整数、有理数、実数に対する大小関係 ≤ は全順序
任意の a, b ∈ Rに対して、a ≤ bまたは b ≤ a

集合の包含関係 ⊆ は半順序
例えば、全体集合Nの 2つの部分集合A = {1, 2}とB = {3, 4}
に対して、A ⊆ Bでもなく、B ⊆ Aでもない
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