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含意、同値、十分条件、必要条件、必要十分条件

含意: implication

pと qを命題変数とする
命題「pならば q」(if p then q, p implies a)を含意と呼ぶ

p=⇒q (1.1)

真理値表
p q p=⇒q
T T T
T F F
F T T
F F T

pが偽ならば、qの真偽に関わらず、p=⇒qは真となる
⇒ 偽からは何でも導ける
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含意、同値、十分条件、必要条件、必要十分条件

例 1.1: 含意

「xが奇数ならば、x2は奇数である」
p:「xは奇数である」
q:「x2は奇数である」
命題: p=⇒q

p: 十分条件:
q: 必要条件
この場合、q=⇒pも成り立つ

情報数学入門 4/20



含意、同値、十分条件、必要条件、必要十分条件

例 1.2: 含意

「実数 xが |x| > 2であるならば、x2 > 4である」
|x| > 2であることは、x2 > 4であるために十分である

つまり、|x| > 2であるだけで、x2 > 4が保証される
x2 > 4であることは、|x| > 2であるために必要である

つまり、x2 > 4でなければ、|x| > 2は成り立たない
0 < x2 ≤ 4のとき、|x| > 2は成り立たない
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含意、同値、十分条件、必要条件、必要十分条件

同値

p⇐⇒q:
p=⇒qかつ q=⇒p
qが真のとき、そのときに限り pが真

pは qの必要十分条件
qは pの必要十分条件
pと qは同値:

p ≡ q
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含意、同値、十分条件、必要条件、必要十分条件

例 1.3: ピタゴラスの定理

p: 三角形が直角三角形である
q: 直角を挟む 2辺の長さを a, b、斜辺の長さを cとすると、
a2 + b2 = c2が成り立つ
命題: p=⇒q

命題: q=⇒p
三角形の三辺の長さが a, b, cで、a2 + b2 = c2を満たすならば、
その三角形は直角三角形である
pと qは同値: p⇐⇒q
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逆、裏、対偶

逆、裏、対偶

命題 p=⇒q に対して
逆 (converse): q=⇒p
裏 (inverse): ¬p=⇒¬q
対偶 (contrapositive): ¬q=⇒¬p
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逆、裏、対偶

例 2.1: 逆、裏、対偶

命題: nとmを自然数とする。nとmが 3の倍数ならば、n × mは
9の倍数である。

逆: n × mが 9の倍数ならば、nとmはともに 3の倍数である
裏: nまたはmの少なくとも一方が 3の倍数でないならば、
n × mは 9の倍数でない
対偶:n × mが 9の倍数でないならば、nまたはmの少なくと
も一方は 3の倍数でない

それぞれの、真偽を確かめよう。
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逆、裏、対偶

真理値表

p q p=⇒q q=⇒p ¬p=⇒¬q ¬q=⇒¬p
T T T T T T
T F F T T F
F T T F F T
F F T T T T

p=⇒q と その対偶 ¬q=⇒¬p は同値
q=⇒pと ¬p=⇒¬qも同値
p=⇒qを証明するために、対偶の証明を使うことができる
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証明と命題論理

含意を含む命題

命題 p=⇒q は、pが真ならば qも真であることを意味する
pを仮定し、その他の証明された定理を使って qを導く
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証明と命題論理

例 3.1: 三角形の内角の和は180度

p:三角形
q:内角の和は 180度
平行線を使って等しい角度を示す

A B

C

α β

γ

γ
β
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証明と命題論理

例 3.2: 対偶法

m及びnが奇数=⇒ p = mnは奇数

対偶: p = mnが偶数 =⇒ mと nの少なくとも一方は偶数
証明

p = 2m′n′とおく
m′ = mならば、n = 2n′となり、nは偶数
n′ = nならば、m = 2m′となり、mは偶数
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証明と命題論理

背理法

命題 p=⇒qを証明するために、¬qを仮定すると矛盾が導かれ
ることを示す
p=⇒qと ¬p ∨ qは同値
その否定

¬(p=⇒q) = ¬(¬p ∨ q) (3.1)
= p ∧ ¬q (3.2)

(3.3)

p ∧ ¬qが偽であることを示す

情報数学入門 14/20



証明と命題論理

例 3.3: 背理法
合成数 (1より大きい素数でない自然数)は

√
n

以下の素因子を持つ

nが
√

n以下の素因子を持たないと仮定する
n = abとおく: 1 < a ≤ b < n

n = ab ≥ a2より、
√

n ≥ a

aが素数ならば、仮定と矛盾
aが合成数ならば、更に a = cdと分解 (cは素数)

√
n ≥ a ≥ cとなり、仮定と矛盾
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Boolean 代数

Boolean代数

命題論理の計算を抽象化した計算システム (公理系)をBoolean
代数と呼ぶ

命題論理 Boolean代数
論理積 ∧ ·
論理和 ∨ +
否定 ¬ ¯
真 T 1 単位元、最大元
偽 F 0 零元、最小元
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Boolean 代数

Boolean代数の公理
x, y, zは Boolean代数の元

交換律

x + y = y + x (4.1)
x · y = y · x (4.2)

結合律

(x + y) + z = x + (y + z) (4.3)
(x · y) · z = x · (y · z) (4.4)

分配律

x · (y + z) = x · y + x · z (4.5)
x + (y · z) = (x + y) · (x + z) (4.6)
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Boolean 代数

零元、単位元、補元

零元

x + 0 = x (4.7)

単位元

x · 1 = x (4.8)

補元

x + x̄ = 1 (4.9)
x · x̄ = 0 (4.10)
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Boolean 代数

その他の法則

零元の性質: x · 0 = 0
単位元の性質: x + 1 = 1
吸収律

x + x · y = x (4.11)
x · (x + y) = x (4.12)

冪等律

x + x = x (4.13)
x · x = x (4.14)

対合律: x̄ = x
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Boolean 代数

de Morganの法則

x + y = x̄ · ȳ (4.15)
x · y = x̄ + ȳ (4.16)
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